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Valor proprio e vetor préprio

Sejam A uma matriznx ne A € R,

A é um valor préprio de A se existe um vetor ndo nulo X € R" tal que
AX = A\X.

Todo o vetor X € R"” n3o nulo que satisfaz AX = AX é designado por vetor préprio de A
associado ao valor préprio \.

A é um valor préprio de A
o sistema homogéneo (A — Al,)X = 0 possui uma solugdo n3o trivial

det (A—Al,) =0
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Polindbmio carateristico

Seja A uma matriz n x n.
O polinémio carateristico de A é um polinémio de grau n em A dado por

pa()) = det(A— ).

A equagio det(A — Al,) = 0 diz-se a equagdo carateristica de A.

Teorema: Os valores préprios de A s3o as raizes reais do polinémio carateristico de A.

Observacdo: Os valores préprios de uma matriz triangular sdo as entradas da sua diagonal
principal.
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Subespaco préprio associado a um valor préprio

Teorema: Seja A\ um valor préprio da matriz A n x n. Ent3o,
Uy ={X € R": X é vetor proprio de A associado a A\} U {0}

é um subespaco vetorial de R".

U, diz-se o subespaco préprio de A associado ao valor préprio A e

Uy = {XER": (A= M)X =0} = N(A— ).

Teorema: Seja A n x n com k valores préprios distintos \1,..., \x €
pA()\) = ()\1 — )\)n’\l ce (>\/< — )\)n’\k .

Entio 1 <dimU, <ny,i=1,..., k.

*
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Exemplo 1

. . - 1 1
Determinar valores os préprios e os subespacgos préprios de A = o 4l
O polinémio carateristico de A é

pa(A) =det(A—Al) =

A equacgdo carateristica de A é

det(A—M)=0 <= M -5 x+6=(2-N)'3-N'=0
<~ A=2V =3

Os valores préprios de A sdo 2 e 3, com n, = n3 = 1. A dimens3o dos subespacos associados é
igual a 1, pois 1<dim U, <1 e 1<dim U3<1.
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Exemplo 1 — continuacgao
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Exemplo 2

0 0 O
Determinar valores e subespacgos préopriosde A= |0 0 -1
01 O
O polinémio carateristico de A
-2 0 0
pa(A) = det(A—X) =0 -\ —1|=-\A2+1)
0 1 =X

possui uma Unica raiz real A=0 (e um par de raizes complexas conjugadas).

1
O espacgo préprio de A é Up=N(A)=(X), com X= (0|, e dim Up=1.
0
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Exemplo 3

Seja A= . Determinar valores e subespacos préprios.

O O =
O = =
N O O

A é triangular < pa(\) = (1-X)?(2—\) < possui valores préprios 1 e 2.
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Matrizes semelhantes e matrizes diagonalizaveis

A e B s3o matrizes semelhantes se existir uma matriz invertivel P tal que
PTAP = B.

Observacio: Com P invertivel, P"'AP=B <= AP=PB <= A=PBPL

Teorema: Matrizes semelhantes possuem o mesmo polinémio carateristico e, portanto, os
mesmo valores préprios.

Uma matriz diz-se diagonalizdvel se é semelhante a uma matriz diagonal.
Sendo A diagonalizavel, uma matriz diagonalizante de A é uma matriz invertivel P tal que

PlAP =D

é uma matriz diagonal.

Valores préprios e vetores préprios ALGA ™ 9/20



Diagonalizacao

Sejam A, P e D matrizes n x n, sendo Xi,..., X, as colunas de P e D diagonal com
A1, ..., Ay € R na diagonal principal. Ent3o (verifique que)
> AP =A [X1 Xn] = [AXl

> PD =X

» AP =PD <= X; é vetor préprio de A associado a \;, i =1,..

AnXo]

Teorema: A n x n é diagonalizdvel <= A possui n vetores préprios |.i.

Nestas condicdes, A é semelhante 3 matriz diagonal P"'AP = D e

» as colunas da matriz diagonalizante P s3o n vetores préprios |.i. de A,

» a matriz D contém os valores préprios de A na diagonal principal e

» a ordem dos vetores proprios determina a ordem dos valores préprios.
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Vetores proprios linearmente independentes

Lema: Vetores préprios associados a valores préprios distintos sdo |.i.

Demonstracdo: Sejam X; e X, vetores préprios de A associados a dois valores préprios distintos
A1 e Ay e suponha-se que a3 X1 + apx X; = 0.
Pré-multiplicando ambos os membros da igualdade por A— X1/, obtém-se
%1 (A — )\1/)X1 “+an (A — )\1/)X2 =0 <= o ()\2 — )\1) X, =0,
——

0 AXo— A1 X #0 #0

donde ap = 0. Logo, a1 X1 + axXo =0 <= a1 X; =0 e, como X; # 0, também a7 = 0.
Conclui-se que o conjunto {Xi, Xo} é L.i.

Teorema: Sejam A1, ..., A\, os valores préprios distintos de A. Entdo

A possui dim Uy, + - - - +dim Uy, vetores préprios L.i.
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Diagonalizacao e valores proprios

Teorema: Seja pa(A) = (A1 — A)™1 -+ (Ax — A)™« o polindmio carateristico de A, sendo
A1, ..., ¢ 0s valores préprios distintos. Entao,

A é diagonalizével se e sé se dim Uy, = ny,, i =1,..., k.

Observacdes: Seja A uma matriz n x n.
» Se A possui n valores préprios distintos, é diagonalizavel.
» O reciproco da afirmacdo anterior é falso! Vide o exemplo 4.

» Para descobrir se A, com k < n valores préprios distintos, é diagonalizavel, é preciso
verificar se dim Uy, = n,, sé para ny, > 1.

> dim Uy, =dimN(A = X\/) =nul(A—= X\ 1) =n—car(A—\]I).

Exemplo 1: A 2x2 é diagonalizavel, pois tem 2 valores préprios distintos.
Exemplo 2: A 3x3 nao é diagonalizavel, tendo apenas 1 vetor préprio L.i.
Exemplo 3: A ndo é diagondlizavel, pois dm U; =1 < n; = 2.
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Exemplo 4

110
A= [0 2 O] tem valores préprios 1 e 2 e pa(A) = (1 — A\)?(2 — \)L.

0 01

1<dim U, <1 & dim Uy =1, mas 1<dim U; <2 < dim U; € {1,2}.

Contudo, A— 1/ =

01 0 01 0
0 1 0~ |0 0 O| tem carateristica 1.
0 0 O 0 0 O

Logo, dim U; = nul(A—1/) =3 — car(A—1/) = 2 e A é diagonalizdvel.

1 0
Assim, Uy =N(A—11)= (X1, X5). Verifique que X;=|0| e Xo=|0|.
0 1
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Exemplo 4 — continuacao

-11 0 1 -10 1
ComoA—2/=|0 0 0|~ |0 0 1|, U= (X3) com X3=|1|.
0 0 -1 0 0O 0

Ent3o, uma matriz diagonalizante de A é

10 1 100
P=[X; Xo Xs)=1{0 0 1|, talque P 'AP=1[0 1 0f.
010 0 0 2

Outra matriz diagonalizante de A, por exemplo, é

011 100
Q=[X Xs XiJ=[0 1 0], sendo @ 'AQ=[0 2 0
100 001
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Aplicacao ao calculo da poténcia e da inversa

Se A é diagonalizavel, entdo existe P invertivel tal que A= PDP~!,

Para k € N,

A=PDP' o A= pPDPPDP'...PDP™! = PDkP~L.

Se A é invertivel, A= PDP~1 = A~ = pPD-1p-1

-1
Exemplo: A= {g :Z] é semelhante a [% ﬂ A [% ﬂ = [% _01} Entdo,

oo 112011 1] L1 1][256 o][ 2 ~1]_[511 ~255
=1 2llo=1] |1 2| =|1 2|0 1||-11 |7|510 —254]
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Diagonalizacao de matrizes simétricas

Recorde que A é simétrica se AT = A.
Teorema: Uma matriz simétrica n X n possui n valores préprios (reais).

Teorema: Vetores préprios de uma matriz simétrica associados a valores proprios distintos sdo
ortogonais.

Demonstracdo: Se A n x n é simétrica e X1, Xo € R", tem-se que
(AX1) - Xo = XlTATXzleTAXQ = X; - (AXy).

Se X1 e X, sdo vetores proprios de A associados, respetivamente, aos valores préprios A\; e Ay,
(AXl)-Xg:)\1X1-X2:X1-(AX2):/\2X1'X2, donde ()\1 - /\2)X1~X2 = 0. Se \; # )\, entdo
X1- X5 = 0.
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Diagonalizacao ortogonal de matrizes simétricas

A matriz quadrada P é ortogonal se PTP = | <= é invertivel e P~1= PT.

Teorema: Dada uma matriz P = [Pl P,,] de colunas Pq,..., P,,

P é ortogonal < {Pi,...,P,} é uma base o.n. de R".

A é ortogonalmente diagonalizavel se A é diagonalizavel e possui uma matriz diagonalizante
ortogonal (cujas colunas sdo uma base o.n. de R” formada por vetores préprios de A).

Teorema: Toda a matriz simétrica é ortogonalmente diagonalizavel.
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Exemplo 5

1 2y, . . . . .y
A= {2 1} é simétrica < A é ortogonalmente diagonalizavel

paAN) =(1-X)-4=0 & A=3V =1

1 X V2

R R S
2

1 X5 _V2

X: 5 = — = 2

’ M 2Tl [?

Uy = {[‘XX] ' x€ R} = (X2),

Uma matriz diagonalizante ortogonal de A é
V2 _v2 - 3.0
P=[P. P]= % \/7% , sendo P'AP= [0 _1]
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Exemplo 6

é simétrica < A é ortogonalmente diagonalizavel

>

Il
= O O
o~ O
O O

paN) =(1-N)(N-1)=0 & A=1V A=-1

X 1 0
Ur=<|y|:xyeRy=(l0],]|L])
X 1 0
vz 0
Pr=|01|, P=|1|, P -P,=0
% 0
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Exemplo 6 — continuacao

2 1 BN
U= 0]:zeR :< 0 > P3; = 0
z 1 ?

Entdo {P1, P», P} é uma base o.n. de vetores préprios de A e

V2 g V2

2 2

P:[Pl P> P3]: 0O 1 O

¥v2 g 2

2 2

é uma matriz diagonalizante ortogonal de A tal que
10 0
PTAP=10 1 0
0 0 -1
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